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Fiir 4n- und (4n +2)-Annulene mit Bindungsalternanz werden analytische
Ausdriicke fiir die LCAO-Koeffizienten und die Elemente der Ladungs-/
Bindungsordnungsmatrix hergeleitet. Die auf die Umordnung des Orbital-
schemas zuriickgehende sprunghafte Anderung der Bindungsordnungen in
4n-Annulenen beim Symmetrietibergang D 2,y = Dnyn wird diskutiert.

HMO-Electron Structure of Annulenes with Bond Alternation

Analytical expressions for the LCAO-coefficients and the elements of the
charge-bond order-matrix are derived for 4n and for (4n + 2) annulenes with
alternant bond lengths. Due to the reorganization of the orbital scheme there
is a discontinuity in the bond orders of 4n-annulenes at the symmetry change
from D(Zn)h to D(4n)h-
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1. Einleitung

Im Zusammenhang mit bestimmten Arbeiten bendtigten wir die analytischen
Ausdricke fir die charakteristischen Grossen der HMO-Elektronenstrukturen
von Annulenen. In der Literatur finden sich zwar diese Ausdriicke fiir Annulene
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mit Bindungslingenausgleich von verschiedenen Autoren unabhingig
voneinander ibereinstimmend angegeben [1]; fiir Annulene mit alternierenden
Bindungslingen jedoch fehlen derartige Angaben, wenn man von dem auf
Lennard-Jones zuriickgehenden Ausdruck fiir die Eigenwerte [2] absieht,
obgleich bekannt ist, dass 4n-Annulene im allgemeinen, (4n +2)-Annulene von
einer gewissen Grdss an alternierende Bindungsldngen besitzen. Um diese Liicke
zu schliessen, berichten wir hier kurz tiber die Herleitung der benotigten Formeln.
Die Durchsicht der Resultate deckt eine Eigentumlichkeit der 4n-Annulene auf,
welche bisher nur fur den kleinsten Vertreter dieser Reihe, Cyclobutadien,
diskutiert wurde.

2. Rechenverfahren und Bezeichnungen

Das hier angewandte Rechenverfahren ist durch die optimale Ausnutzung der
Symmetrie des zu behandelnden Problems charakterisiert. Die chemische Brut-
toformel der Annulene ist (CH)y, worin N =2M gerade ist. Bei alternierenden
Bindungslingen zeigt die Darstellung H des Hamiltonoperators H in der Basis
der p,- AO infolge der fur die Hickelmethode charakteristischen Naherungen die
Symmetrie Dy, = Dy X{E, o}. Da alle #-MO beziiglich der o, den Charakter
—1 besitzen, geniigt es die Eigenschaften von Dy, zu beriicksichtigen.

Die Symmetriegruppe Das kann als das Direktprodukt
Dy =Cu X{E, C3} (1)

verstanden werden, worin C;, eine auf der Hauptdrehachse C,s senkrecht
stehende zweizihlige Drehachse (Nebenachse) darstellt; Dy, enthilt M solche
Nebenachsen, |{C3 }| =M, die eine (M =2n +1) bzw. zwei gleichméchtige (M =
2n) Klassen bilden. Neben zwei (M =2n+1) bzw. vier (M =2n) eindimen-
sionalen irreduzierbaren Darstellungen enthilt die Gruppe Dy, nur zweidimen-
sionale irreduzierbile Darstellungen; ihre Anzahl betrédgt (n — 1), falls M =2n +1
bzw. n, falls M =2n. In den zweidimensionalen Darstellungen haben die
Nebenachsen {C3} den Charakter Null, d.h. sie haben keinen Effekt bei der
Konstruktion von symmetrieadaptierten Funktionen in den zweidimensionalen
Darstellungen von Dy Es ist daher zweckmissig die Symmetrieentwicklungen
nach der Symmetriegruppe Cys durchzufiihren, in der ausserdem die zweidimen-

Tabelle 1. Charakterentafel von Cys

Cy E--- Ckpo
T'(0) 1ee 1oes
INCH! 1.-- w;‘

6;=2jm/M, 1=j=M~1);
w;=exp{ig}; 1=k=(M-1).
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sionalen Darstellungen von Dy, in die eindimensionalen Komponenten zerfallen.
Der damit verbundene Vorteil wiegt den Nachteil auf, dass je ein Paar der
eindimensionalen Darstellungen von Dy, mit nur einer Darstellung von Cy
korreliert.

Die Charakterentafel [3] von Cy, ist in Tabelle 1 angegeben.

Die darin als I'(0) angefiihrte Darstellung wird gewdhnlich als A-Darstellung,
T'(7) als B-Darstellung bezeichnet; die Darstellungen T'(6;) und I'(27 — ;) sind
die Komponenten von E; € Dy, wobei 6,2 {0, 7}.

Das Argument 6, kann nur fiir gerades M =2n den Wert 6, = 7 realisieren.
Dieser durch die Paritit von M bewirkte Unterschied fithrt zu unterschiedlichen
Endformeln fir die (4n +2)- und die 4n-Annulene.

Da die Charaktere der totalsymmetrischen Darstellung I'(0) aus der allgemeinen
Darstellung ['(6;) mit 6; = 0 erhalten werden, genligt es, die Rechnungen fiir ein
allgemeines Argument 6,, 0 < 6; <, durchzufiihren.

Die Zentren des Annulens séien fortlaufend mit den Zahlen
1,2,...,15,¢ ..., N bezeichnet. Das p,-AO am Zentrum r sei ¢, Fiir die
Bindungslingen Ri2=R(.+1),ax+2 UNd Ro3=Rui,2e+3y 0=k =(M~1),
und die Resonanzintegrale 8(R,;) gelten die Relationen:

Ri2=Ry3; 2
[B(R12)/B]=a=b=[B(R23)/B].
Die HMO-Eigenwerte seien mit ¢, bezeichnet; es sei definiert
X, =(a—€,)/B
g ’ (3)

Eu :a_qu

worin @ = H,, und B eine geeignet gewihlte Energieeinheit darstellen.

3. Ergebnisse

Mit diesen Bezeichnungen ergeben sich aus Tabelle 1 die symmetrieadaptierten
Funktionen der Darstellung I'(6;) wie folgt:

M-1
~-1/2
by, =M Y widrn

k=0

re{l, 2} 4)

Der Hamiltonoperator stellt sich in diesen Funktionen wie folgt dar:

HY =HY —a
H(f) =H(])*_( (5)
12 1 T ={a+ bw,)B
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Das daraus resultierende Sékularproblem liefert fir die Eigenwerte in der
Darstellung I'(6;) den Ausdruck

xPy = +V(a+bw)(a+bo¥) (6a)

= xva’*+b>+2ab cos j6 (6b)

worin 6 =2m/M. Die zweite Version (6b) dieses Audsruckes ist mit dem von
Lennard-Jones angegebenen [2] identisch. Von den beiden Eigenwerten ent-
spricht xi” <0 dem bindenden HMO ¢, fiir das angesetzt sei:

oY = C1, @7+ Co @7, (7)
worin
1 *fa+bo¥ 1 a+bo
Cii=—= i; Cri=— \/ j. 8
L V2 VY a+bo; = V2 Va+bo] ®)

Aus den Gln. (4), (7) und (8) folgt

(1) E C(J)

¢ ma)_;k ‘Ta+ bw;
\/ZM KZ wj { \/a T boy P21 T\ mfﬁzwz}- )
Die LCAO-MO-Koeffizienten sind somit wie folgt gegeben:
BTN S R
VoM V¥ a+bo,

e ! i/a+bw,-. ; (10)
Ze+d = \/2M 2t bt wj.

Mit dem durch die Gln. (7) bis (10) beschriebenen bindenden HMO ¢’ € T'(6)),
8; {0, =}, ist das bindende HMO yM e T(6p-;) =T'(27 — 6;) entartet:

(M~j) [€)]
X1,2 P = X1,2

_ . (11)
i =iy

Jede der Darstellungen {I'(9)|8;=2jm/M, 0=j<(M—1)} enthdlt je ein
bindendes und ein antlbmdendes HMO zum Eigenwert x bzw.—x, Gl. (6). Das
bindende HMO ist durch Gl. (9) bzw. (10) beschrieben.

Das allgemeine Element der Ladungsdichte-Bindungsordnungsmatrix ist
gegeben durch

M-1
— Z { (€83 (1)+C(1) i)*}.
=0
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Setzt man Gl. (10) ein, so erhilt man allgemein

1 Mt gcos (k' —k)0+bcos j(k'—k+1)8
R V) Va®+b*+2ab cos j6
darin sind: {k,x'}<{0,1,2,...,(M-1}; re{l,2}; 0=2#/M. Aus Gl (12)
ergeben sich im besonderen die Ladungsdichten und die Coulson’schen
Bindungsordnungen wie folgt:

(12)

pf?'z]"
1 M a+bcosjé
Pe=c=P12=1> , (13)
CCTIRTM S VaTr b+ 2ab cos jo
1 M1 acosjf+b
Po-c=pn=1— ;
CCTEUM SVt i b1 2ab cos jo

wihrend man fur die Bindungsordnungen zwischen nicht benachbarten Zentren
erhalt:

P1.ev+1) =P2,2v+2) =0
_1_M—1 a cos (v —1)j6 + b cos vjé
M /o  Ja*+b>+2ab cos j6

P12, = (14)

’ 1 MZtacoswjf+bcos(v—1)j0
2,2v+1) — T, .
M S VaZ+ b7+ 2ab cos 6

Die Sequenzen zwischen den Zentren 1 und 2» bzw. 2 und (2 + 1) bestehen aus
(2v —1) Bindungen; im ersten Fall sind sie durch kurze (Doppel-) im zweiten Fall
durch lange (Einfach-) Bindungen begrenzt.

Die bisher angegebenen Ausdriicke gelten sowohl fiir die (47 +2)- als auch fiir die
4n-Annulene. Bei der Ausflihrung der Summierungsvorschrift, und vor allem
dann, wenn man von der zwischen I'(8;) und I'(27 — 6;) bestehenden paarweisen
Entartung Gebrauch macht, kommen die eingangs erwéhnten Unterschiede
zwischen den Symmetriegruppen Do, 1y, und D,y zum Tragen, und man
erhilt fur die beiden Reihen besondere Ausdriicke, von denen die fir die
Gesamt-7-Energie E, und die Coulson’schen Bindungsordnungen nachfoigend
angegeben sind.

3.1. (4n+2)-Annulene

E,,:2{(a+b)+2 Y a2+ b2+ 2ab cos ka},

k=1

B {1+2 n a+bcos k@ }
Pe=c=5 1 =1Va>+ b+ 2ab cos ko)’
n acosk@+b
1+2 };
{ K=1vVa’+b%+2ab cos ko

darin: 0 =27/(2n +1).

(15)

1
2n+1

Pc—c=



6 0. E. Polansky et al.

3.2, 4n-Annulene

n—1
E,,=4{a+ Y va*+b>+2ab cos ko},

k=1

(16)

1 n-l a+bcos k6
pC=C=—{1+ Z 5 5 }s
n ko1 Va*+b*+2ab cos kb

1 -t acoskf+b

nkZ1va?+b%+2ab cos k6
darin: 6 =2/2n.

Pc—c™=

4. Diskussion

Von den Ausdriicken der Gln. (15) und (16) ist nur E.(4n + 2) invariant beziiglich
einer Vertauschung von a und b. Bei einer derartigen Vertauschung gehen die
Ausdriicke fir pc—c(4n +2) und pc—c(4n +2) ineinander iber. Der Ausdruck fir
E . (4n) ist unsymmetrisch beziiglich a und b; in der 4n-Reihe besteht zwischen
den Bindungsordnungen keine zur (4n +2)-Reihe analoge Beziehung.

Der Ursprung dieses Unterschiedes wird bei der Analyse der Beitrage zu E, in
Gl. (15) und (16) klar: In beiden Ausdriicken fasst die Summe

SvVa?+b*+2abcos kf=3

die Energie der bindenden HMO von {I'(4;)|0 < 6, < 7} zusammen. Diese HMO
sind mit den bindenden HMO von {27 — 6,)|0 < 6, < 7} entartet. Sie alle sind
doppelt besetzt, daher ist die Summe mit 2- 2 = 4 zu multiplizieren. In der Reihe
der (4n+2)-Annulene entspricht die Differenz (E,.—42) dem Beitrag des
doppelbesetzten HMO von I'(0), also 2¢“=2(a+5); in der Reihe der 4n-
Annulene aber der Summe der Beitrige der doppelbesetzten HMO von I'(0) und
I'(w), also 2(a+b)+2(a —b)=4a. Hierdurch ist die Asymmetrie von E,(4n)
beziiglich @ und b zu erkliren. Bildet man die Bindungsordnungen iiber die
partiellen Differentialquotienten (8E,./da) bzw. (9E./db) so erkennt man die
Notwendigkeit des oben erwdhnten Verhaltens: in der Reihe der 4n-Annulene
ergibt nur o(E,—42)/0a einen nicht verschwindenden Beitrag und zwar zu
pe—c(4n), wihrend 9(E,, —42%)/9b = 0. Mit der Festlegung a = b der Gl. (2) folgt
aus Gl. (16)

—c—De—c|=—.
[Pc_c Pc—cl n

Diesen Unterschied bewirken die Beitrige der HMO von I'(0) und I'(#) genau im
Ausmass von 1/n. Beide HMO liefern dem absoluten Werte nach gleiche
Beitrige (und zwar je 1/2n je doppelt besetzten HMO) zu pc—c und pc_c; in
Pc—c addieren sich die beiden Beitrige zu (1/n), in pc—c heben sie sich gegen-
seitig auf.
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Lisst man b gegen a =1 gehen, so erhilt man aus Gl (15) die fur (4n +2)-
Annulene mit Bindungslingenausgleich bekannten Werte [1]. Bei den 4n-
Annulenen verhalt sich nur E,, in dieser Weise:

T

n—-1
lim {4[a+ Y Ja*+b*+2ab cos (k'n-/n)]}=4ctg4n.
k=

bsa 1
a=1

Im Gegensatz dazu steht das Grenzverhalten der Bindungsordnungen, beschr-
ieben durch:

li ——-1—[ct 14—1]
b1_r)1‘11 Pe=c=50 %84,

1
lim pc—c=— [ctg I 1]
2n

boa 4n

. (-—l)"[ Qv—-Dm ]

1 - t +1

le P12, 2 L% 4

. =1’ @2v-m

lIim P22uv+1 = 5 [Ctg — 1:] .
b—oa n 4n

Fir 4n-Annulene mit D,.),-Symmetrie erhdlt man als Bindungsordnung
bekanntlich [1]

1 ¢ T
= = — C —_—
P12= P23 n g 4n

(_1)Vct Rv—-1a
n BT 4y

D120 = P22v+1 =

Die Abweichungen der oben angefithrten Grenzwerte der Bindungsordnungen
Pc=cs Pc—c, P12, und ps 5,41 von diesen Werten ist genau der Beitrag des zu I'(#)
gehorenden HMO.

Es ist schon lange bekannt, dass rechteckiges Cyclobutadien (D5;) unabhingig
von der Grosse der Parameter a # b die Bindungsordnungen 1 und 0, quadrati-
sches Cyclobutadien (Dy,) aber die Bindungsordnung 0.5 zeigen. Wie oben
hergeleitet wurde, ist diese Diskontinuitit der Bindungsordnungen von 4n-
Annulenen beim Symmetrielibergang von D(,), zu D 4,), eine Eigenschaft aller
Vertreter dieser Reihe.

Der tiefere Grund fiir die sprunghafte Anderung der Bindungsordnungen beim
Symmetrieiibergang Dy, = Dann liegtim folgenden: Beim Ubergang b>a=1,
welcher dem Symmetrielibergang analog ist, entarten die beiden zu I'(#r)
gehorenden MO, deren Beitrdge zu den Bindungsordnungen sich gegenseitig
wegheben. In D), werden die beiden Orbitale als entartet, d.h. als je einfach
besetzt, behandelt, in D ,y» werden sie aber auch im Falle a = b getrennt, d.h.,
das eine unbesetzt, das andere doppelt besetzt, gehalten.
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